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l.'!,. Cure sunt elementele d,e bazd" ale geometriei sferi'ce?

RXspuns, Geometria st'erici se ocupi cu studiul figurilor de pe o
sfer5,. Dreptelor gi segmentelor de dreaptd, din geometria planX le core-

spund cercuri qi arce de cercuri pe sfer5,.

I)eosebim:
-cercuri mari, ale cXror plane trec prin centrul sferei;

-cercuri mici, a1e cX,ror plane nu trec prin centrul sferei'

Prin doui, puncte ale sferei trece un cerc maJe qi numai unul, dacS'

cele dou5 puncte nu sunt diametral opuse. In adevXr, prin doud, puncte

A, B de pe sferX qi prin centiul O trece un plan unic dacX punctele A, O

qi B nu sunt coiiniare; Interseclia acestui plan cu sfera determinX cercul

mare ce trece prin A qi B (fig'1.1).
Diametrul sferei perpendicular pe p1anu1 unui cerc intersecteazX

suprafala sferei in douX puncte numite polii cercului.

DouX, cercuri mari de pe aceeaqi sferi se intersecteazX, intotdeauna in
doul puncte diametral opuse.

Unghiul format de dou5, arce de pe sfer5,, care se intersecteazX intr-
un punct, este, prin definilie, unghiul (( 180'.) format de tangentele

duse la cele douX arce in punctul lor de intersec{ie. In particular, mX,suta



Figura 1.1: Cercuri pe sferX.

unghiului sferic APB (fig.1.1) este egald, cu:
- mdsura unghiului diedru al planelor pApt qi pBpt;
- mXsura arcului AB de pe cercul ma,re ai cirui poli sunt p qi pt 

.
MXsura unui arc de cerc mic de pe sferi, se poate exprima cu alutoruimisurii arcului de cerc mare. pentru a ard,ta acest ir.r,r,,e considerd,m

cercul mic cu centrul in C qi care are planul paralel cu planul cercului
,4.B cu centrul in O. Cercurile mzri pip, gi eBe,determind pe cercul
mic arcul DE.

Avem:

mds(.4 B) : OA . mF,s([dB\
m;s(DC,0) : m;s(,4d8)

gi atunci putem scrie:

mXs(r:q)

mns(,4.B)

mds(DE) : mis(AB) . cos d.

CD CD: oA: DD 
: 

'o'dl-
(1.1)

Fusul sferic este figura de pe sferi formati din doui semicercuri
mari a-1e cXror extremitXli coincid cu extremitX{ile diametrului lor co_
mun (fig.1.2). Elementele fusului sferic sunt:
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9P';
oli sunt P qi Pr.
xprima cu ajutorul
cru, sd, considerd,m
cu planul cercului
etermini pe cercul

,D CD

" 
: o5: cosd

(1.1)

doui semicercuri
ia'netrului lor co-

- douX laturi, ABA'9i ACA'de 180'
- dou5. unghiuri cong.u"nt". ,4 gi ,,i'.

fiecare;

Figura 1.2: Fusui sferic.

DatX fiind mSsura unghiului A al fusului sferic de pe sfera de raz6' R,
se poate determina aria fusului, utilizind regula de trei simpid,, qi anume:

la unghiui cu misura 2n corespunde aia 4r R2 , iar la mXs(A) corespunde

aria ,S/ ; rezultS,:

s 
^ 
: #. mxs(,,i) : 2R' mF*(A), (l 2)

secutive.

care exprim6 faptul cX aria fusului sferic este proporlional5, cu mX,sura

unghiu lui sdu.

Poligonul sferic este figura de pe sferl m5,rginit5, de arce de cerc mane

(laturile poligonului) mai mici de 180' qi limitate de intersecliile 1or con-

Un poligon sferic se numeqte convex dacX, este situat de aceeaqi parte

in raport cu fiecare din cercurile rnari cirora le apartin laturile sa,le. In
caz contrar, poligonul se numeqte concav'

L.2. Ce este triunghiul sferic?
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RAspuns. Triunghiul sferic este cel rnai simplu poligon sferic con_v,exa Elelentell triunghiului sferic sunt: trei laturj o, i, 
" 

ql tr"i unghiuriA,B,c (fig.1.3), fieca,re din acestea fiind mai mici ie'rg0. (triunghiuri
euleriene).

, Daci y1 unghi a1 triunghiului sferic este de 90", triunghiul se numeqtedreptunghic. Triunghiui sferic ca,re are o laturd, de 90" se numeqte recti_later. Existi triunghiuri sferice tridreptunghice qi trire.tilatere (exemplu:triunghiul format de ecuator gi dori, meriiiane p""p""Ji*U* intre ele).

Unind v5,rfurile ,4, B, C
sferei de raz5, .8, se ob{ine
sleic ABC.

Figura 1.3: Triunghiul sferic.

ale triunghiului sferic ABC cu centrul O al
triedrul OABC corespunz5tor triunghiului

Intre felele triedrului gi laturile triunghiului sferic existi rela{iile:

m;s(,adB) : rni"(?), mns(BDC) : -;r(?), m;sQ46e: ml(t).
Un unghi al triunghiului sferic, de exemplu cel din A, este definit detangentele duse in A la arcele de cerc AB qi AC. Deoare.e aceste tangente

sunt p_erpendiculare pe OA, rezulti cX ele formeazi tocmai unghiuiplan
al diedrului definit de felele AOC qi AOB. i., t uru propri"tdlilor generale
ale triedrului, deducem ci:
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. poligon sferic con-
, 6, c Ai trei unghiuri
le iB0" (triunghiuri

iuroghiul se numeqte
l" se numeqte recti-
ectilatere (exemplu:
ndicula,re lntre ele).

fC cu centrul O a,l

rzdtor triunghiului

existX rela{iile:

(fiq -nrs(t).

,4, este definit de
ce aceste tangente
cmai unghiul plan
,rietdtilor generale

1) O Iattr5, a triunghiului sferic este mai mici decAt suma celorlalte
doui; diferenla a doui laturi este mai mic5 dec6,t latura a treia:

a<b1c; a-b<c. (1.3)

2) Suma laturilor unui triunghi sferic este cuprins5 intre 0" qi 860.:

0'<a*b*c<360'. (1.4)

1.3. Ce este triunghiul polar?

RXspuns. Triunghiul polar al unui triunghi sferic dat ABC este
triunghiul sfetic AtBtCt ale cirui laturi au ca poli vArfurile triunghi-
ului dat (fig.1.4). Vd,rfurile A, B,C stnt, respectiv, polii laturilor
BIC| , AtCt , B'AI. Laturile triunghiului polar sunt suplemente ale unghi-
urilor corespun zd,toare ale triunghiului dat gi viceversa. Pentru justifi-
carea acestei afirmalii, observ5,m (fig.1.4) cX:

DE
Figura 1.4: Triunghiul polar al unui triunghi sferic dat.

tl : B'El EC' : B'E+ DC'- DE:90'*90"-A: Ig0"-A. (1.5)

l,)



In mod analog se ob(ine b/: 180. - B qi c,: 180" - C.
Deoarece triunghiul polar al triunghiului sferic AtB,Ct estetriunghiul

ABC, avem

(1.6)

Din relatiile (1.5) qi (1.6) rezult5 cX daci, triunghiul clat este drep-
tunghic, atunci triunghiul sXu polar este rectilater gi invers.

Pornind de la inegalitatea (1.3) scrisi pentru triunghiul s leric AtBtCt :

at <bt+ct gi tin6,nd seama de relaliile de tipul (1.5), se obline 1g0"*A <
180'*B{180'-C,sau:

B+C < A+180". (1.7)

Pornind de la inegaliX,lile (1.4) scrise pentru triunghitl A|B,C, qi

!in6.nd seama de relaliile (1.5), ob{inem: 0" < 180" - A + 180" - g +
180" - C ( 360o, sau:

(1.8)

(1.e)

se numeqte exces sferic qi este o proprietate ca,r.acteristici, a triunghiului
sferic. Intr-adevfu, A+B+C: 180"*e (" > 0.), adic[ suma unghiurilor
triunghiului sleric ABC este mai mare dec6,t 1B0o.

1.4. Sd se deducd formula pentru aria triunghiului sferic ABC.

Rezolvare. Aria triunghiului sferic ABC de pe sfera de razi, ,R
(fig.1.5) se poate deduce uqor, dac5 observi,m c5, suma ariilor celor trei
fuse sferice (AAA', BBt,CC') care au drept unghiuri unghiurile triunghi-
ului sferic dat acoperX emisfera vizibil5 a sferei plus de douX ori aria S dBc
a triunghiului sferic dat. Jinind seama gi de faptul cE aria fusului sferic
este dat5, de (1.2), rezultX:

I4

c:180'-4') ( A, :180.-a
b: tso"-B'l + ls,= t8o"-b
r : 180" -C,J I C, : t80"-c.

Diferen!a:

180"<A+B+C<540'.

e=AlB+C-180"



-c.
B'C' es!,e triunghiul

10"-a
tr-b (1.6)
10" - c.

fiul dat este drep-
IIIVCTS.

ehiul sferic A'BIC/ :

e ob{ine 180' -,4 <

(1,7)

iunghiul A'B'C' qi

-1+180.-a+

(1.8)

(1.e)

*ici a triunghiului
i s,,rna uaghiurilor

i sferic ABC.

e sfera de razi, ,R

ra ariilor celor trei
rcghiurile triunghi-
douX ori arla SaBs
i aria fusului sferic

r ,''. --
'1' 

u. a'

. Figura 1.5: Pentru determinarea ariei triunghiului sferic.

2fi'mns(,4) + 2'R'mxs (a) + zft'?rn5s(C) - 2 S ta c : 2tr R2,

sau:
a'?(mxs(1) + m;s(a) 1m;s(c) - n): S,'ac,

de unde, utiliz6,nd notatia (1.9), se obline:

^ trR2
D,4ac : 

ldd;6.
(1.10)SAec : eR2 sau

DacX -B : 1, rezultX cX e = S,cBc.

1.5. Sd, se d,ed,ucd. formulele ce exprimd, teoremele cosinusului, si,nusu-

lui gi formula celor cinci, elemente referitoare la laturile triunghiului sferic
ABC (f ormulele lui. Gauss).

Rezolvare. Se consideri triunghiul sfefic ABC de pe sfera cu
centrul in O qi de raz5. unitate (rt : 1). Alegem sistemul trirect-
angular de referin{5 Orgz astfel incA,t axa Oz sX intersecteze sfera
in vA,rful A al triunghiului, iar v6,rfu1 B sX aparlini planului zOz
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(fig.1.6). Componentele vectorilor de pozilie ai vArfurilor triunghiului
sunt: e-1(0,0, 1); dr(sin c, 0, cos c); e-3(sinbcosA,sin6sinA,cos6).

'{c'
Figura 1.6: Pentru deducerea formulel,or cle bazd a1e trigonometriei

FicAnd produsul scalar al vectorilor unitari d2 gi d3, oblinem:

@r,e"): lldrll ll"-rll cos(e-2, e':) : cosbcosc+ sinbsinccosA,

sau:

cos r, : cos 6 cos c * sin 6 sin c cos A.
:,ln mod analog se oblin qi formulele:

cos b : cos c cos c { sina sinccos B,

cos c : cos ., cos 6 + sin o sin 6 cos c.
Aceste formule reprezintX, teorema cosinusului referitoare la laturile tri-
unghiului sferic ABC .

16
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rfurilor triunghiului
sin ,4, cos 6).

Ie trigonometriei

el, oblinem:

o 6sin c cos A,

. (1.11)

, (r.t2)

(1.13)

oare la laturile tri-

lnmullind (1.11) cu cosc qi adunS,nd membru cu mernbtu la relatia
(1.12), efectuAnd reducerile qi impXrtind prin sinc rela,lia rezultatX., se

obqine:
sin a cos B = cosbsinc - sin b cos c cos A. (1.14)

in mocl analog se oblin inci douX rela{ii ce reprezintX, impreun5, cu

(1.14), formtlele celor cinci elemente referitoare la laturile unui triunghi
sletic ABC .

Din (1 .11) rezulti:

cosa - cos b cos ccosA:
sin b sin c

Ridicand aceastX relalie la p5.trat, scXzdnd fiecare membru al egalititii
din 1 qi impX,rlind prin sin2 a fiecare membru a1 rela{iei rezultate, se

obtine:

sin2 A 1 - cos2a - cos2 b - cos2 c* 2cosccosbcosc

sln - rl

AvAnd in vedere faptul cX membrul din dreapta a1 acestei relatii este o

funclie simetric5 in raport at a,b,c, rezultX. ci,:

sinA sinB sin C

sln d srn 0 sln c
(1.15)

Aceste formule reprezinti, teorema sinusului referitoare la laturile
triunghi sferic ABC .

Relalii1e:

cosa: cos b cos c 1 sin b sin c cos A,
sinacosB: cosbsinc- sin b cos c cos A,
sinasinB:'sinbsinA

(1.16)

constituie formulele fundamentale ale trigonomtriei sferice gi poaxt; nu-

mele de formulele lui Gauss.

Prin permutarea circulari. a literelor din (1.16) se ob{in trei grupe de

relalii fundamentale:

cos d : cos 6 cos c -f sin b sin c cos A,
cos6: cosccosa f sin c sin a cos B,
cosc: cosacdsb+ sin a sin 6 cos C;

unul

(D

77



sin a cos B : cos 6sin c - sinbcosccos A,
sin a cos C : cos csin b - sin ccos 6cos A,

(II ) sinbcosC: coscsinc - sinccosacosB,
sin 6cos A : cos a sin c _ sin a cos ccos B
sin ccos A : cos d sin6 - sin a.os 6co, C'
sinccosB: cos b sin a _ sin 6 cos a cos C;

(IID

Prin introducerea ejementelor auxiliare m qi M,, date de rela{iile:

tg
m,

M == tg bcos A,

sinasinE: sinbsin,4,
sin6sinC: sin c sin B,
sin c sin ,4 = sin a sin C.

(deduse din nota{iile: cosb:rncosM qi sin6cosA : msin M), primele
douX.formule din (1.16) se transformX, in douX expresii calculabile prin
logaril mi, qi anume:

- 
cos 6 _ sin6cos,4

ccx M - sin M

cosa: rn cos(c - M),
sinacosB:msin(c- M).

cos A : - cos Bcos C + sin BsinCcosa.
sinAcos b : cos Bsin C + cos Csin B cos a.
sinAsinb: sin a sin B,

(1.17)

(1.18)

(1.1e)

1.6. Sd se deducd, formulele lui Gauss referitoare Ia unghiurile tri_
unghiului sferic ABC.

Rezolvare. Scriind formulele lui Gauss (1.16) pentru triunghiul polar
AtB'Ct aI triunghiului ABC qi {in6nd seama de relaliile 1f .f y"qi 1f .61, ,.
ob{ine:

adici formulele lui Gauss referitoare 1a unghiurile triunghiului sferic
ABC.

Observa{ie. Formulele lui Gauss pot fi deduse qi prin alte metode
ca: metoda rotaliei axelor de coordonate, metoda matricia,lX,. metoda,
vectorialS etc.
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