Arpad Pil Vasile Pop  Vasile Ureche

ASTRONOMIE

Culegere de probleme
(cu solutii)

Presa Universitara Clujeana


https://www.libris.ro/astronomie-arpad-pal-vasile-pop-vasile-ureche-PUC973-9354-28-9--p13207072.html

Cuprins

Prefata T
1 Elemente de geometrie pe sferd si de trigonometrie
sferica 9
2 Astronomia sferica 27
3 Pamantul - corp ceresc 55
4 Fenomene care modifica pozitiile agtrilor pe cer i |
5 Timpul gi masurarea lui 93
6 Miscirile aparente ale planetelor si satelitilor. Cinematica
migcarii eliptice 105
7 Mecanica cereasca 131
8 Teoria radiatiei. Fotometria astronomica 207
9 Aplicatii ale analizei spectrale in astrofizica 217
10 Parametrii de stare ai stelelor. Relatii de stare 223
11 Atmosfere stelare 229
12 Interiorul stelelor 237
13 Galaxia noastra 251



14 Elemiente de astronomie extragalactici 259

15 Originea si evolutia corpurilor ceresti 263

16 Bibliografie 267



Capitolul 1

Elemente de geometrie pe
sfera si de trigonometrie
sferica

1.1. Care sunt elementele de bazd ale geometriei sferice?

Rispuns. Geometria sferici se ocupé cu studiul figurilor de pe o
sferd. Dreptelor si segmentelor de dreaptd din geometria plana le core-
spund cercuri si arce de cercuri pe sfera.

Deosebim:

—cercuri mari, ale ciror plane trec prin centrul sferei;

_cercuri mici, ale caror plane nu trec prin centrul sferei.

Prin doud puncte ale sferei trece un cerc mare gi numai unul, daca
cele dous puncte nu sunt diametral opuse. In adevir, prin doud puncte
A, B de pe sferd si prin centful O trece un plan unic daca punctele A, O
si B nu sunt coliniare. Intersectia acestui plan cu sfera determina cel‘cul
mare ce trece prin A si B (fig.1.1).

Diametrul sferei perpendicular pe planul unui cerc intersecteaza
suprafata sferei in doud puncte numite polii cercului.

Dou cercuri mari de pe aceeagi sferd se intersecteaza intotdeauna in
doud puncte diametral opuse.

Unghiul format de doud arce de pe sferd, care se intersecteazd intr-
un punct, este, prin definitie, unghiul (< 180°) format de tangentele
duse la cele doua arce in punctul lor de intersectie. In particular, masura
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Figura 1.1: Cercuri pe sferi.

unghiului sferic APB (fig.1.1) este egald cu:

- masura unghiului diedru al planelor PAP’ 5i PBP;

- mdsura arcului AB de pe cercul mare ai cirui poli sunt P gi P’

Masura unui arc de cerc mic de pe sferd se poate exprima cu ajutorul
masurii arcului de cerc mare. Pentru a arita acest lucru, sa considerim
cercul mic cu centrul in ' si care are planul paralel cu planul cercului
AB cu centrul in O. Cercurile mari PA P! st PBP' determina pe cercul
mic arcul DE.

Avem:
4s(DE) = CD - mis(D0, ~
mfsgg)) SA muas(;,gg) _, mi(DB) Cp_¢D_
mas = - mas =T = = COs
e G mas(AB) 04 0D
mas(DCE) = mis(AOB)
sl atunci putem scrie:
més(DﬁE) = més(AmB) - cos . (1.1)

Fusul sferic este figura de pe sfers formatd din doud semicercuri
mari ale caror extremititi coincid cu extremitatile diametrului lor co-
mun (fig.1.2). Elementele fusului sferic sunt:
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- doua laturi, ABA" i AC A’ de 180° fiecare;

- doud unghiuri congruente, A si A

A

A
Figura 1.2: Fusul sferic.
Dat} fiind misura unghiului A4 al fusului sferic de pe sfera de raza R,
se poate determina aria fusului, utilizand regula de trei simpla, gi anume:

la unghiul cu masura 27 corespunde aria 47 R?, iar la més(A) corespunde
aria S4; rezulta:

A R?

= - mas(A) = 2R?mis(A), (1.2)
care exprimi faptul cd aria fusului sferic este proportionala cu masura
unghiului sau. g

Poligonul sferic este figura de pe sfera marginita de arce de cerc mare
(laturile poligonului) mai mici de 180° i limitate de intersectiile lor con-
secutive.

Un poligon sferic se numegte convex dacd este situat de aceeasi parte
in raport cu fiecare din cercurile mari cérora le apartin laturile sale. In
caz contrar, poligonul se numesgte concav.

1.2. Ce este triunghiul sferic?
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Raspuns. Triunghiul sferic este cel maj simplu poligon sferic con-
vex. Elementele triunghiului sferic sunt: trei laturi a, b, ¢ si trei unghiuri
A, B, C (fig.1.3), fiecare din acestea fiind maj mici de 180° (triunghiuri
euleriene).

Dacd un unghi al triunghiului sferic este de 90°, triunghiul se numegte
dreptunghic. Triunghiul sferic care are o laturd de 90° se numeste recti-
later. Existd triunghiuri sferice tridreptunghice si trirectilatere (exemplu:
triunghiul format de ecuator si dou meridiane perpendiculare intre ele).

Figura 1.3: Triunghiul sferic.

Unind varfurile A, B, C ale triunghiului sferic ABC' cu centrul O al
sferei de razi R, se obtine triedrul OABC corespunzator triunghiului
sferic ABC'.

Intre fetele triedrului gi laturile triunghiului sferic exista relatiile:
més(AOB) = mis(c), mis(BOC) = mis(a), més(AOC) = mis(p).

Un unghi al triunghiului sferic, de exemplu cel din A, este definit de
tangentele duse in A la arcele de cerc AB si AC'. Deoarece aceste tangente
sunt perpendiculare pe OA, rezults c§ ele formeazi tocmaj unghiul plan
al diedrului definit de fetele AOC si AOB. In baza proprietatilor generale
ale triedrului, deducem ci:
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1) O latura a triunghiului sferic este mai mici decit suma celorlalte
doud; diferenta a doua laturi este mai mici decat latura a treia:

a<b+c a—b<g (1.3)
2) Suma laturilor unui triunghi sferic este cuprinsi intre 0° i 360°:

0% < o'+ bi4.c <1360° (1.4)

1.3. Ce este triunghiul polar?

Raspuns. Triunghiul polar al unui triunghi sferic dat ABC' este
triunghiul sferic A’B'C” ale cdrui laturi au ca poli varfurile triunghi-
ului dat (fig.1.4). Varfurile A, B,C sunt, respectiv, polii laturilor
B'C', A’C", B'A’. Laturile triunghiului polar sunt suplemente ale unghi-
urilor corespunzatoare ale triunghiului dat si viceversa. Pentru justifi-
carea acestei afirmatii, observim (fig.1.4) ci:

\
1
1
D :
Figura 1.4: Triunghiul polar al unui triunghi sferic dat.
o' =B'E+EC'=B'E+DC'—DE = 90°+90°— A = 180° = A. (1.5)
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In'mod analog se obtine &' = 180° — B gi ¢ = 180° — (.

Deoarece triunghiul polar al triunghiului sferic A’B'C este triunghiul
ABC, avem:

a = 180° — A’ A = 180° —q
S8R S St B g R T L (1.6)
= 180° — (" O = 18 o

Din relatiile (1.5) si (1. 6) rezulta ca dacéd triunghiul dat este drep-
tunghic, atunci triunghiul sdu polar este rectilater si invers.

Pornind de la inegalitatea (1.3) scrisd pentru triunghiul sferic A’B'C" :
a’ < b'+¢ si tindnd seama de relatiile de tipul (1.5), se obtine 180° — A <
180° — B 4 180° — C, sau:

B+C < A+180°. (1.7)

Pornind de la inegalidtile (1.4) scrise pentru triunghiul A'B'C’ si
{indnd seama de relatiile (1.5), obtinem: 0° < 180° — A + 180° — B +
180° — C < 360°, sau:

180° < A+ B + C.< 540°, (1.8)

Diferenta:
e=A+B+4+C—180° (1.9)

se nume§te exces sferic gi este o proprietate caracteristici a triunghiului
sferic. Intr-adevir, A+ B+C = 180° +¢ (e > 0°), adica suma unghiurilor
triunghiului sferic ABC' este mai mare decat 180°.

1.4. S se deducd formula pentru aria triunghiului sferic ABC.

Rezolvare. Aria triunghiului sferic ABC de pe sfera de razi R
(fig.1.5) se poate deduce ugor, daci observim ci suma ariilor celor trei
fuse sferice (AAA’, BB', CC") care au drept unghiuri unghiurile triunghi-
ului sferic dat acoperd emisfera vizibild a sferei plus de dous ori aria S ABC
a triunghiului sferic dat. Tinand seama gi de faptul ¢i aria fusului sferic
este data de (1.2), rezulta:
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. Figura 1.5: Pentru determinarea ariei triunghiului sferic.

2R*mis(A) + 2R?mis(B) + 2R*mss(C) — 25450 = 2nR?,

sau.
R*(m&s(A) + més(B) + mis(C) — 7) = Supe,

de unde, utilizand notatia (1.9), se obtine:

T R?

SABC = ERz sau SABG = E‘é‘g&'.

(1.10)

Daca R =1, rezultd ca € = Sypc.

1.5. 5d se deduca formulele ce exprima teoremele cosinusului, sinusu-
lui gt formula celor cinci elemente referitoare la laturile triunghiului sferic

ABC (formulele lui Gauss).

Rezolvare. Se considera triunghiul sferic ABC de pe sfera cu
centrul in O §i de razd unitate (R = 1). Alegem sistemul trirect-
angular de referinta Ozyz astfel Incat axa Oz si intersecteze sfera
in varful A al triunghiului, iar varful B sa apartina planului 20z
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(fig.1.6). Componentele vectorilor de pozitie ai vérfurilor triunghiului
sunt: €,(0,0,1); €y(sinc,0, cos ¢); €a(sinbcos A, sin bsin A, cos b).
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Figura 1.6: Pentru deducerea formulelor de bazi ale trigonometriei
Facdnd produsul scalar al vectorilor unitari & si €, obtinem:
(€2,€3) = ||€| - ||€5]| cos(€2, €3) = cos beos ¢ + sin bsin ccos A,

sau:
cos a = cosbcos ¢ + sin bsin ccos A. (L)

In mod analog se obtin si formulele:
cos b = cos a cos ¢ + sin a sin c cos I3, (1129

cos ¢ = cos @ cos b+ sin asin bcos C. {113}

Aceste formule reprezinta teorema cosinusului referitoare la laturile tri-

unghiului sferic ABC.
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Tnmultind (1:11) ‘¢t cos ¢ gi adunand membru cu membru la relatia
(1.12), efectuand reducerile si impartind prin sin ¢ relatia rezultata, se
obtine:

sina cos B = cos bsin ¢ — sinbcos ccos A. (1.14)

In mod analog se obtin incd dou# relatii ce reprezintd, impreund cu
(1.14), formulele celor cinci elemente referitoare la laturile unui triunghi
sferic ABC.

Din (1.11) rezulta:

cosa — cosbcos ¢
cos A =

sin bsin ¢

RidicAnd aceastd relatie la patrat, scizand fiecare membru al egalitatii
din 1 si impértind prin sin’ @ fiecare membru al relafiei rezultate, se
obfine:

sinfA 1 —cos?a —cos®’b— cos®c+2cosacosbeosc
SNt sin’ asin? bsin? ¢ )

Avand in vedere faptul ci membrul din dreapta al acestei relatii este o

functie simetricd in raport cu a, b, ¢, rezulta ca:

sin A\, sin.B. ¢sinC

— = : 1185
sin a sin b sin ¢ ( )

Aceste formule reprezinti teorema sinusului referitoare la laturile unui

triunghi sferic ABC.
Relatiile:

cosa = cos bcos ¢+ sinbsin ccos A,
sin @ cos B = cos bsin ¢ — sinbcos ccos A, (1.16)
sinasin B = sinbsin A

constituie formulele fundamentale ale trigonomtriei sferice gi poartd nu-
mele de formulele lui Gauss.

Prin permutarea circularé a literelor din (1.16) se obtin trei grupe de
relatii fundamentale:

cos a = cos beos ¢ + sin bsin ccos A,

(I) cosb = cosccosa + sin ¢sin a cos B,
cos ¢ = cos @ cos b+ sinasinbcos C';
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sinacos B = cosbsin ¢ — sin b cos ¢ cos A,
sina cos C' = cosesin b — sin ¢ cos b cos AL
(1n) S.ill bcos C = cos csi_n @ —sinccosacos B,
sinbcos A = cos a sin ¢ — sin @ cos ¢ cos B,
sin.ccos A = cos asinb — sin a cos b cos "
sin ccos B = cos bsina — sin b cos a cos C:
sinasin B = sinbsin A,
(I11) sin bsin C' = sin csin B,
sin ¢sin A = sin ¢ sin C.

Prin introducerea elementelor auxiliare m g1 M, date de relatiile:
tg M = tg bcos A,

cosb __ sinbcos 4 (117)
cosM —  sinM

(deduse din notatiile: cosb = m cos M gl sinbcos A = msin M), primele
doud formule din (1.16) se transforms in dous expresii calculabile prin
logaritmi, si anume:

cosa = mcos(c — M),

sinacos B = msin(c— M). (1.18)

1.6. Sd se deducd formulele lui Gauss referitoare la unghiurile tri-
unghiului sferic ABC.

Rezolvare. Scriind formulele lui Gauss (1.16) pentru triunghiul polar
A’B'C” al triunghiului ABC si tinind seama de relatiile (1.5) si (1.6), se
obtine:

cos A = —cos B cos C + sin Bsin C cos a,
sin A cos b = cos Bsin C' + cos C'sin B cos d, (1.19)
sin Asinb = sinasin B,

adica formulele lui Gauss referitoare la unghiurile triunghiului sferic
ABC.

Observatie. Formulele lui Gauss pot fi deduse si prin alte metode
ca: metoda rotatiei axelor de coordonate, metoda matriciala, metoda
vectoriala etc.
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